Chapitre 25 - Correction des exercices 1

Exercice 1:

Soit (€2, P) l'espace probabilisé associé a ’exercice.

Il vérifie les conditions suivantes :

-Q={1;..;6}.

- Il existe A € R tel que pour tout k € Q, P({k}) = \k.
1

6 6
De plus, > P({k}) = A >_ k= 21X, donc A = 57. Soit A I'événement : ”obtenir un nombre pair”.
k=1 k

=1
Ona:P(A):%+2i+%:%'

—_

Exercice 2:

Soit (£2, P) l'espace probabilisé associé a ’exercice.

Il vérifie les conditions suivantes :

- Q= [1;6]°.

- La probabilité P est la probabilité uniforme sur ).

Soit A I’évenement : "obtenir les 6 numéros au cours des 6 lancers”. Le cardinal de A est égal au nombre de
permutations de {1;...;6} donc il est égal & 6.

. _card(A) _ 6 _ 5 _ 5
Ona'P(A)_Ezid(Q)_GT_GT_@'

Exercice 3:

Soit (€2, P) l'espace probabilisé associé a ’exercice.

Il vérifie les conditions suivantes :

- Q) est I’ensemble des tirages simultanés de 5 cartes parmi 52.
- La probabilité P est la probabilité uniforme sur Q.

1. Soit A; I’évenement : ”obtenir un carré (4 cartes de méme valeur)”.
Un carré est fixé par la hauteur des 4 cartes de méme valeur (13 possibilités) et par la valeur de la derniere
carte (52 — 4 = 48 possibilités). Donc card(A;) = 13 x 48 = 624.

. _ card(A1) _ 624 _ 624  _ 1
Ona: P(A) = card(Q) — (%) T 2598960 — 4165

2. Soit Ay Iévénement : ”obtenir une couleur (5 cartes de la méme couleur ; les couleurs sont cceur, carreau,
pique, trefle)”.
Une couleur est fixée par la couleur des 5 cartes (4 possibilités) et par les hauteurs des cartes ((153) possi-
bilités). Donc card(As) = 4(153) = 5148.

. _ card(Az) _ 5148 _ 33
Ona: P(Az) = card(Q) — 2598960 — 16660 °

3. Soit Az I’événement : ”obtenir une suite (5 cartes dont les valeurs se suivent dans 1’ordre suivant : A (as),
2,3,4,5,6,7,8,9, 10, J (valet), Q (dame), K (roi), A ; I’as compte a la fois comme valeur inférieure et
comme valeur supérieure)”.

Une suite est fixé par la hauteur de la plus petite valeur (10 possibilités) et par la couleur de chaque carte
(4% possibilités). Donc card(Az) = 10 x 4% = 10240.

. _ card(Az) _ 10240 _ 128
Ona: P(A3) = card(€2) — 2598960 _ 32487°

Exercice 4:

Soit (€2, P) l'espace probabilisé associé a ’exercice.

Il vérifie les conditions suivantes :

- ) est ’ensemble des distributions possibles lors d’une partie de bridge.
- La probabilité P est la probabilité uniforme sur ).
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Ilya (‘;’3) mains possibles pour le premier joueur, puis (?g) mains possibles pour le deuxieme joueur, puis (%g) mains

possibles pour le troisieme joueur et Gg) mains possibles pour le dernier joueur. Donc card(Q2) = (fg) (i’g) (%g) Gg)

Soit A I’événement : ”chaque joueur recoit un as”.

Pour que chaque joueur regoive un as, il faut choisir la distribution des as (4! possibilités) puis distribuer le restant
48\ (36) (24) (12 48\ (36 (24) (12

des cartes ((15) (15) (1) (13) possibilités). Donc card(A) = 4!(}3) (1) (1) (13)-

AL 12/\12/\12
Ona: P(A) = ZZid(Q)'

Exercice 5:

Soit (€2, P) l'espace probabilisé associé a ’exercice.

Il vérifie les conditions suivantes :

- Q) est I’ensemble des listes des dates d’anniversaires des étudiants.

- La probabilité P est la probabilité uniforme sur ).

Soit A I’événement : ”au moins deux étudiants sont nés le méme jour”.

On va raisonner sur I'événement A : ”les étudiants sont tous nés des jours différents”.

Ona: P(A)=1-P(A) = 1 - &) = | — 3653600018 o ) g6,
365!

De maniére plus générale, pour n étudiants, on a P(A) =1 — 365—n) 3657 -

def exob(a):
p=1
n=1
while 1-p<a:
p=p*(365-—n)/365
n=n-+1
return (n)

La commande exo5(0.5) renvoie 23.
Exercice 6:

Soit A I’évenement : ”on tire une boule noire”.
Pour tout k € [1,20], notons Dy, I’événement : "le résultat du dé est k”.

1. Le systeme (Dy) ke[1,20] est un systéme complet d’événements, d’apres la formule des probabilités totales,

<L 1 ex20—k 1 _19x20 19

P(A) = Y PIDYPAIDY) = o5 3 =t = oo x = = = o
k=1 k=1

2. D’apres la formule de Bayes, on a :

PAD)P(Dy) 1 19 40 1
P(Di1|A) = — o xox 2
(D1l4) P(A) 20 ©20 © 19 10

Exercice 7:

Expérience aléatoire : on choisit une personne de facon équiprobable parmi les nouveaux clients d’une compagnie
d’assurance.
Soit A I’événement : ”cette personne est victime d’un accident pendant I’année qui suit la signature de son
contrat”.
- . . < . .

Notons B I’évenement ”cette personne est un client enclin aux accidents”

otons évenement ”cette personne est un client qui a peu d’accidents”.
Not cr t 7cett i lient d’ dents”
Le systeme (B, C') est un systeme complet d’évenements, d’apres la formule des probabilités totales :

P(A) = P(B)P(A|B) + P(C)P(A|C) = 0,2 x 0,5+0,8 x 0,1 =0,18.
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Conclusion : la probabilité qu’un nouvel assuré soit victime d’un accident pendant I’année qui suit la signature
de son contrat est de 18%.

Exercice 8: Soit n € N. On note A, respectivement B,,, C,, les événements : 7 Apres le n-iéme saut, la puce
est au point A, respectivement B, C'” et a,, by, ¢, leurs probabilités respectives.

1.

Le systeme (A1, Bi, C1) est un systeme complet d’évenements, d’ou P(A;)+P(B1)+P(Cy) = 1ie. p+2q = 1.
Onag>0etp=1—2g>0. Doncq € [0;1].

. Le systeme (A, By, Cy) est un systeme complet d’évenements, d’apres la formule des probabilités totales

P(An+1) = P(An)P(Ant1|An) + P(Bn) P(Ant1|Bn) + P(Cn) P(Apt1|Chn)

ie. ant1 = pan + qby, + qcn = (1 — 2q)an + gby, + qep.

. De méme, b1 = qa, + (1 — 2¢)b, + qcn €t cuy1 = qan + ¢by, + (1 — 2¢)cy,. Donc

an+1 (1-2q) q q an
bpt1 | = q (1—2q) q bn
Cn+1 q q (1 - 2Q) Cn
(1—2q) q q
On notera M = q (1 —2q) q
q q (1—2q)

M = (1 —3q)I3+ qU. On a, pour tout n € N*, U™ = 3"~1U. Soit n € N*,

=(1-3¢)"I3 +

De plus, cette formule est vraie pour n = 0.

an ao 1 (1-3¢)" +3(1-(1-39")
Ona [by| =M"|b]| =((1-39"Iz+:1—-(1-3¢9)")U)[0] = % (1—(1-3¢)")
Cn, co 0 3 (1 - (1 - 3‘1)”)

On a q € [0; %], do11 —3q € [_%;1]'

an 1 1
Casgq=0:1—-3¢g=1,donc | b, | =[O0 — |O
- n—-+oo
Cn 0 0
an %
Casq#0:1—-3¢g€]—1;1,donc (b, | — |3
n 3

Asymptotiquement, méme si la puce était initialement en A, elle a autant de chance de se trouver sur les
sommets A, B ou C (sauf dans le cas trivial o ¢ = 0 ce qui signifie que la puce ne bouge jamais et donc
reste sur le sommet A).
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Exercice 9:

Soit n € N.

Soit A, I’évenement : ”’appareil fonctionne & la date n”.

On suppose que l'appareil est en état de marche a la date 0 et on note p, = P(A,,) la probabilité qu’il soit en état
de marche a la date n.

Le systeme (A,, A,) est un systéme complet d’événements, d’apres la formule des probabilités totales :
(Supposons que py, # 0 et p, # 1)

Patt = P(Ani1) = P(An)P(Ans1|An) + P(A)P(Ania[A2) = apa + (1 = B)(1 = pa) = (a+b—1)p, + 1 —b.
(Formule reste vraie pour p, =0 et p, = 1)

La suite (pn)nen est donc une suite arithmético-géométrique.

En posant r = ﬁ, on a:

1-b 1-b
= —1)"(po — = —1)m(1- .
pn=(a+b—1)"(po—7r)+r=(a+b—-1) < 2—a—b>+2—a—b

. _ _1-b
Comme |[(a+b—1)] < 1,0na nh_{I;Opn =5 4%

Exercice 10: Si le candidat ne change pas, il a une chance sur 3 de gagner la voiture.

Considérons a présent le cas ou le candidat change de porte.

Supposons que le candidat choisisse la porte n°l, le raisonnement serait identique dans les deux autres cas et
notons :

e V) (respectivement V, et V3) : la voiture se trouve derriere la porte n°1 (resp. 2 et 3)
e O; (respectivement O et Os): 'animateur ouvre la porte perdante n°1 (resp. 2 et 3)

Supposons alors que 'animateur ouvre la porte n°3 — le raisonnement est le méme s’il ouvre la porte n°2.
La probabilité que le candidat gagne en changeant son choix est alors la probabilité que la voiture soit derriere la
porte n°2 sachant que l'animateur a ouvert la porte n°3, c’est-a-dire P(V3]|O3). Or, d’apres la formule de Bayes
(appliquée au s.c.e. (Vi,Va,V3)) :

P(03|V2)P(V2) 1 x 2

P(V3|03) = _ _2
V108 = DOV PR) T P(OsVa) P(Va) + POSVIP(VA)  Ix 3+ 1x140x1 3

Wl

En effet, si la voiture est derriere la porte n°2 et que j’ai choisi la porte n°1 au premier tirage, la seule porte que peut
ouvrir 'animateur est la porte n°3 donc P(O3|V2) = 1. Si la voiture est derriere la porte n°3, I'animateur ne peut
pas l'ouvrir donc P(O3|V3) = 0 et si la voiture est derriere la porte n°1, animateur a deux choix équiprobables
(la porte n°2 ou la porte n°3), donc P(Os3|V;) = 3.

Exercice 11:

1. Notons T I’événement : ”le dé choisi est pipé”.
Notons A I'événement : ”On obtient le chiffre 6 lors du lancer”.
On demande de calculer Py(T).
Le systeme (T,T) est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles.
On a d’ailleurs P(T) = 1 et P(T) = 2.
Alors, d’aprés la formule de Bayes pour un systéme complet d’éveénement, on a :

Pr(A)P(T)
Pr(A)P(T) + P(A)P(T)

N

PA(T) =

X
=N
—+ | X
O =
=

2. Soit n € N*. Pour tout k € [1;n], notons Ay I’événement : ”On obtient le chiffre 6 lors du k-ieme lancer”.
n

Posons A,, = ﬂ Ag.
k=1
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On demande de calculer p,, = P4, (T'). D’apres la formule de Bayes pour un systéme complet d’événement,

P (T) = Pr(A,)P(T) ___@)x3 1

X
Pr(A)P(T) + Pr(A)P(T) (5" x 1+ (3)" %3~ 1+ s

3. On a

liIE pn, = 1. Ce qui signifie que, lorsqu’on effectue un nombre élevé de lancers, si on n’obtient que
n—-+0oo

des 6 sur ces lancers alors il est quasiment certain que le dé tiré au hasard au départ soit pipé.

Exercice 12: Notons A (resp. B) I’événement : ”la boule dorée est dans l'urne A (resp. B)”.

Pour tout n € N*, notons 4,, (resp. B,,) I’événement : ”en effectuant le n-ieme tirage dans 'urne A (resp. B), on
trouve la boule dorée”.

1. Calculons P(A;) et P(By) :

P(A;) = P(Ay N A) + P(A; N B) = P(A)P(A]A) = % x % _ %
P(B)) = P(B; N A) + P(B; N B) = P(B)P(By|B) = % " é _ %

Il est donc judicieux d’effectuer son tirage dans I'urne A.

2. Calculons a présent : P(Ag|A;) et P(Ba|Ay).

— — . P(A3NnA;NA)  PAPAAP(AA NA) ExZxi 2
P(As|Ay) = P(AsNA|A7)+P(AsNB[A;) = — = = -
(A2[A1) = P(A2NA[A;)+P(A2NB|A;) PO) P 5 05
— — . P(BaNA;NB) P(B)P(A|B)P(B:|ATNB) §$x1xt 1
P(Bs|Ay) = P(BoNA|A1)+P(BNB|Ay) = — = = ==
(B2|A1) = P(B2NA[A1)+P(B2NB|A;) P(A) P(Ay) 3 10

Il est encore judicieux d’effectuer son tirage dans 'urne A.

3. Calculons a présent : P(A3|A; N Ay) et P(Bs|A; N Ay).

P(A3|A; N Az) = P(A3 N A[A; N Ag) + P(A3 N BJA; N Ap)
P(A3sNA;NAyNA)
P(A1 N A)
P(A)P(A1|A)P(A3| Ay N A)P(A3[A; N A1 N A)
- P(AiNnAyNA)+ P(A; N Ay N B)
P(A)P(A1|A)P(A3|A; N A)P(A3| A N A N A)
P(A)P(A1|A)P(As|A1 N A) + P(B)P(A1|B)P(A2| A1 N B)

1 2 2 1 1
_ 3 X3X3X3 _ 3 _ 4
-1 2 2 1 - 9
3 X3 3—i—2><1><1 1+Z 39

et

P(B3|A1 NAy) = P(Bs N A|A; N As) + P(Bs N BlA; N Ay)
P(BsNnA;NAyNB)

P(A; N Ay)
B %xlxlxé B é _3
_%x%x%+§xlx1_%+1_26

Il est donc a présent judicieux de faire son tirage dans I'urne B.
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Exercice 13:

On tire une carte au hasard dans un jeu de 52 cartes. On note D 1’événement : ” la carte tirée est une dame ”.
_ 1
P(D) = 13.
1. Ay : 7 la carte est un pique ”.

P(A;ND) = & et P(A1) = 1, donc P(4; N D) = P(A;) x P(D), d’ou A; et D sont indépendants.

2. Ay : 7 la carte est noire 7 (pique ou trefle).
P(A;N D) = 2 et P(As) = 3, donc P(4> N D) = P(A) x P(D), d’ott Ay et D sont indépendants.

3. A3 : 7 la carte est une figure 7 (un roi, une dame ou un valet).

P(Asn D) = 1—13 et P(A3) = %, donc P(A3N D) # P(A3) x P(D), d’'ou A3 et D ne sont pas indépendants.
4. Ay : 7 la carte n’est pas un as ”.

P(A4yND) = %3 et P(Ay) = %, donc P(A4N D) # P(A4) x P(D), d’ou A4 et D ne sont pas indépendants.

5. As : 7 la carte est la dame de pique .
P(A5N D) = 25 et P(As) = g5, donc P(A; N D) # P(As) x P(D), d’out As et D ne sont pas indépendants.

Exercice 14:

On lance trois fois de suite une piece équilibrée, et on considere les événements suivants :
e A : 7 le premier lancer donne pile ” ;
e B : 7 le deuxieme lancer donne face ” ;
e (' : 7 les trois lancers donnent le méme résultat ”.
Les événements A, B et C' ne sont pas mutuellement indépendants. En effet, ’évenement ANBNC est I’évenement

impossible, d'ot P(ANBNC) =0# P(A)P(B)P(C).

Cependant, les éveénements sont deux a deux indépendants. En effet,
-P(ANnB) = i = P(A) x P(B).
-P(BNC)=3:=P(B)x P(C).
-P(ANC) = g = P(A) x P(C).

Exercice 15:

Une urne U; contient deux boules blanches et une boule rouge.

Une urne Uy contient deux boules rouges et une boule blanche.

On lance un dé : s’il fait 6, on choisit I'urne Uy, et sinon Us ; puis on tire deux boules successivement et avec
remise dans 'urne qui a été choisie.

On définit les événements :

e B : 7 la premiere boule tirée est blanche ” ;
e By : 7 la seconde boule tirée est blanche ”.
e Pour tout k € {1,...,6}, Dy : 7 le résultat du dé est k 7.

Le systeme (Dg, Dg) est un systéme complet d’événements, d’apres la formule des probabilités totales :

1

2 5
7><7
6 3

6

P(B1) = P(By) = P(Dg)P(B1|Dg) + P(Dg)P(B1|Dg) = + 2 x é — %7
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et
P(Bl N BQ) = P(D@)P(Bl N BQ|D6) + P(E)P(Bl N Bz|ﬁ6) =

| =
Wl N

D’ou P(Bl N Bg) =+ P(Bl) X P(BQ)
Les événements By et By ne sont pas indépendants.

Exercice 16:

Le systeme (Dg, Dg) est un systéme complet d’événements, d’apres la formule des probabilités totales :

. 1 2 5 1 71
- P(Dg)P(B1|Dg) = = X = + - x = = —
P(B1) = P(Dg)P(B1|Ds) + P(Ds)P(Bi1|Ds) X3 tEX3=15
ot 1 1 5 1
P(B1 N By) = P(Dg)P (B, N By|Dg) + P(Dg)P(B1 N By|Dg) = 5%3 + e 0= T

Le systeme (Dg N By, Dg N By, Dg N By, Dg N By) est un systéme complet d’événements, d’apres la formule des
probabilités totales :

P(B3) = P(Dg N B1)P(Bs|Dg N By) + P(Dg N By)P(By|Dg N By)
+ P(Dg N B1)P(B2|Dg N B1) + P(Dg N B1) P(B>|Dg N B1)

—EXE—FEXO—&—in—i—l—OXl
1872 18 18 18 2
_ 47
36 18

D’ou P(Bl N BQ) =+ P(Bl) X P(BQ)
Les événements By et By ne sont pas indépendants.
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